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Informacje ogdlne. Dysertacja "Analiza asymptotyczna i narzedzia analityczne dla pewnych
typéw Co-pétgrup’ napisana przez mgra Bartosza Wasilewskiego dotyczy teorii réwnan ewolucyjnych
i Co-p6tgrup operatoréw. Zawarte w pracy rezultaty wiaza sie z dwoma, dos¢ odlegtymi, tematami:
zachowaniem asymptotycznym Cy-potgrup i bazami Riesza zwiazanymi z réwnaniami rézniczkowymi
z op6znieniem.

Praca zostata napisana w Uniwersytecie Szczecinskim, pod opieka promotora prof. dr. hab. Grigorija
M. Sklyara (promotorem pomocniczym jest dr Piotr Polak). Zawiera 69 stron, z ktérych 57 stron
stanowi tres¢ matematyczna podzielona na trzy rozdziaty.

Inne prace matematyczne mgra Wasilewskiego sa nastepujace:

(1) G.M. Sklyar, P. Polak and B. Wasilewski, On the relative decay of unbounded semigropus
on the domain of the generator. Przyjeta do druku w Journal of Mathematical Physics, Analysis,
Geometry.

(2) G.M. Sklyar, P. Polak and B. Wasilewski, On the extension of Batty’s theorem on the se-
migroup asymptotic stability . Dostepna pod adresem https://doi.org/10.48550/arXiv.2112.01233,
2021.

(3) G.M. Sklyar, P. Polak and B. Wasilewski, Some Notes on the Asymptotic Behavior of
Unbounded Semigroups on the Domain of the Generator. 2023 31st Mediterranean Conference on
Control and Automation (MED), Limassol, Cyprus, 2023, pp. 989-993.

(4) G.M. Sklyar and B. Wasilewski, The Riesz basis property of infinite-dimensional delay diffe-
rential equations.. W przygotowaniu.

Artykuty (1), (3) i (4) byty wymienione w dokumentacji zwiazanej z dysertacja; artykut (2) nie
byttam wspomniany, ale jest dostepny online. Niestety, nie bytem w stanie uzyska¢ dostepu do
pozycji (1), (3) i (4). W przypadku pozycji (1), artykut wydaje sie, ze nie zostat jeszcze opubli-
kowany i nie przystano mi linka do preprintu artykutu. W przypadku pozycji (3), wydaje si¢, ze nie
ma ogodlnie dostepnego online preprintu, a nie bytlem w stanie uzyska¢ dostepu do odpowiednich
materiatéw pokonferencyjnych przez moja macierzysta instytucje. Wreszcie, do momentu napisania
tej recenzji nie bytem w stanie zlokalizowa¢ wersji online artykutu (4).

W dysertacji wskazuje sie, ze rozdziat 2 oparty jest na rezultatach z artykutu (1). Analiza artykutu
(2) pokazuje jednak, ze zawartos¢ rozdziatu 2 pokrywa sie w duzej czesci z trescia (2), co nasuneto
mi podejrzenie, ze pozycja (2) moze by¢ preprintem artykutu (1). Z drugiej strony, tytut i abstrakt
artykutu (3) wskazuja, ze jego zawartos$¢ jest réwniez powiazana z zawartoscia pozycji (1) i (2).
Bytoby bardzo pozadane, gdyby pozycje (1), (3) i (4) zostaty wczesniej udostepnione recenzentowi (i
ogdlniej, w przypadku pozycji (1) i (3), szerszej spotecznosci akademickiej). Co wiecej, powiazania
miedzy trescia pozycji (2), a wynikami zawartymi w dysertacji powinny by¢ wyjasnione. Bez ta-
kiego wyjasnienia, bytem zmuszony ograniczy¢ sie do spekulacji odnosnie zwiazku pomiedzy tymi
artykutami, a praca doktorska.

Chciatbym réwniez odnotowa¢, ze nie otrzymatem zadnych oswiadczen wspétautoréw odnosnie
wkfadu mgra Wasilewskiego w wymienione powyzej artykuty, czy tez w wyniki zawarte w dyser-
tacji. Stad jestem réwniez zmuszony do spekulacji odnosnie wktadu mgra Wasilewskiego w tym
zakresie.
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Tresé¢ dysertacji. Dysertacja dotyczy réwnan ewolucyjnych postaci
(0.1) u(t) = Au(t), t>0,

dla funkgcjiu : (0,00) — X o wartoéciach w przestrzeni Banacha X, i (w ogdlnoéci nieograniczonego)
operatora A na X. Abstrakcyjny problem Cauchy’'ego zwiazany z takim réwnaniem w naturalny
sposéb prowadzi do teorii silnie ciagtych pétgrup (Co-pétgrup) operatoréw na X. Ta teoria ma
dtuga i petna sukceséw historie (zobacz, np. [2,5]) i stata sie struktura dla systematycznych badan
nad réwnaniami ewolucyjnymi.

Od jej powstania, tematem w centrum uwagi teorii réwnan ewolucyjnych byto zachowanie asympto-
tyczne Cy-pétgrup, co z kolei jest powiazane z dtugoterminowym zachowaniem rozwiazan réwnania
(0.1) (zobacz np. [8]). Do fundamentalnych rezultatéw dotyczacych silnej stabilnosci Co-p6tgrup
naleza, miedzy innymi, [4,6]. Od okoto pietnastu lat uwaga naukowcéw przesuneta sie w kierunku
tak zwanego pdtjednostajnego zaniku (zobacz np. [3,4]). Dla Co-potgrupy (T'(t))s>0 © odwracalnym
generatorze A, to zjawisko zwiazane jest z oszacowaniami normy T'(t)A~! gdy t — oo. Takie osza-
cowania sa z kolei $cisle zwiazane z whasno$ciami spektralnymi operatora A, co jest juz widoczne
w przypadku skoficzenie wymiarowym. Pierwszy wazny rezultat dysertacji, w rozdziale 2 dotyczy
po6tjednostajnego zaniku przy odpowiednich warunkach spektralnych natozonych na A.

Typowo, teoria asymptotyczna Cy-pétgrup zajmuje sie wywodzeniem stwierdzen dotyczacych asymp-
totycznego zachowania potgrupy (T'(t)):>0 z whasnosci spektralnych jej generatora A. W przypadku,
gdy bazowa przestrzen Banacha jest przestrzenia Hilberta, ktéra ma baze ortonormalna wektoréw
wthasnych A, ten problem niezmiernie sie upraszcza. Nieco stabszy, chociaz wciaz bardzo dogodny
warunek to posiadanie przez X bazy Riesza podprzestrzeni, ktére sa niezmiennicze pod dziataniem
A. Drugi z wynikéw rozdziatu 3 dotyczy baz Riesza podprzestrzeni niezmienniczych zwiazanych
ze szczegbélnym rodzajem réwnan ewolucyjnych pojawiajacych sie przy badaniu réwnan réznicowo-
r6zniczkowych.

Ostatecznie, rozdziat 1 ma charakter wprowadzenia i obejmuje podstawy niezbedne do zaprezento-
wania reszty dysertacji.

Rozdziat 1. Rozdziat podzielony jest na pie¢ podrozdziatéw: pierwszy, dotyczacy teorii spektralne;j i
Co-p6tgrup, drugi, dotyczacy rzutowania Riesza i baz Riesza podprzestrzeni, kolejny, dotyczacy catek
Bochnera, czwarty, dotyczacy operatoréw Hilberta-Schidta i ostatni zawierajacy tresci pomocnicze.

Pierwszy podrozdziat zawiera niektére podstawowe wiadomosci o spektrum operatoréw nieograni-
czonych na przestrzeniach Banacha oraz o asymptotyce dla Cy-pétgrup i powiazanych réwnaniach
ewolucyjnych. Zgromadzone sa tu niektére bardzo podstawowe fakty i definicje, co pozwala czytel-
nikowi wygodnie po nie siegnac przy lekturze dalszej czesci dysertacji.

Drugi podrozdziat zawiera materiat dotyczacy baz Riesza podprzestrzeni przestrzeni Hilberta. Te
definicje i rezultaty z cata pewnoscia rzadziej stanowia codzienne narzedzie w pracy badaczy réwnan
ewolucyjnych. Niemniej, podrozdziat ten jest dos¢ wazny, poniewaz rzutowania Riesza i bazy Riesza
podprzestrzeni rzeczywiscie pojawiaja sie w rozdziatach 2 i 3, stanowiac w ten sposéb powiazanie
miedzy dwoma gtéwnymi rezultatami pracy.

Nastepne dwa podrozdziaty dotyczace catkowania Bochnera i operatoréw Hilberta-Schmidta,
zawieraja kilka bardzo podstawowych rezultatéw zwiazanych z tymi tematami.

Ostatni podrozdziat wprowadza przestrzenie Soboleva funkcji o wartosciach w przestrzeni Banacha,
w potaczeniu z rachunkiem funkcjonalnym Riesza-Dunforda funkgji holomorficznych dla operatoréw
ograniczonych na przestrzeni Banacha X.

Moim zdaniem, rozdziat pierwszy jest dobrze napisany i dogodnie uporzadkowany. Rezultaty i
definicje sa w wiekszosci bardzo podstawowe, ale bardzo dobrze jest mie¢ je pod reka poczas lektury
pozostatej czesci dysertacji.

Rozdziat 2. Jak juz wspomniatem powyzej, rozdziat ten dotyczy pétjednostajnego zaniku Cy-
pétgrupy (T'(t))s>0 © generatorze A na przestrzeni Banacha X, tzn. zachowania ||T(t)R(A, A)||



przy t = co. Tu R(\, A) := (A — A)™! jest rezolwenta w danym punkcie A € p(A) := C \ o(A).
Wiadomo z [3], ze jesli (T'(t)):>0 jest jednostajnie ograniczona, to mamy ||T(¢t)R(—1, A)|| — 0
wtedy i tylko wtedy, gdy o(A) N iR = @. Z drugiej strony, jesli (T'(t)):>0 nie jest jednostajnie
ograniczona, to dla pewnych wartosci A € p(A4) mozemy mie¢ nadal ||T'(t)R(A, A)|| — 0 przy
t — oo nawet, gdy o(A) NiR # 0.

Pozadane byfoby réwniez otrzymanie ogélniejszych oszacowan dla ||T(t)R(A, A)|| przy t — oo, np.
stwierdzen postaci

IT@) RO, A

(0.2) s

> 0 przy t — o0,

dla odpowiedniego « : [0,00) — [0, 00). Tego typu stwierdzenie pojawia sie w [7]. Moéwi, ze jesli
o(A)NiR = (i jesli a ma zredukowana wage, ktéra nie jest quasi-analityczna (definicje znajduja
sie w podrozdziale 2.1 dysertacji) oraz spetnia warunek [|T(¢)|| < a(t) dla wszystkich ¢ > 0,
to spetnione jest (0.2). W istocie, artykut [7] gtéwnie dotyczy ograniczenw przypadku rachunku
funkcjonalnego Hille-Philipsa dla A, za$ (0.2) jest szczegblnym przypadkiem takiego oszacowana.

Gfoéwny rezultat rozdziatu 2 dysertacji, twierdzenie 52, rozszerza cze$¢ wynikéw z [3,7] uzyskujac
warunek (0.2) dla pétgrup nieograniczonych bez zatozenia, ze 0(A)NiR = (. Z grubsza rzecz biorac,
gtéwne twierdzenie méwi, ze jesli dla kazdego A € o(A) N iR projekcja spektralna Py zwiazana z A
jest dobrze okreslona przez rachunek funkcjonatéw holomorficznych i spetnia warunek

- AT@R

Sl _ g,
t—00 a(t)

to zachodzi wtasnos¢ (0.2). Tu a spetnia odpowiedni warunek dotyczacy wzrostu i jest takie, ze
[|T(t)|| < at) dla wszystkich ¢ > 0. To oczywiscie nalezy poréwnaé ze szczegélnym przypad-
kiem, gdy X jest przestrzenia Hilberta, a Py sa projekcjami na przestrzenie wtasne zwiazane z baza
ortonormalna wektoréw wtasnych A. W rzeczywistosci, przyktady uzyte w podrozdziale 2.3 dla zilu-
strowania gtéwnego twierdzenia zostaty wywiedzione poprzednich zatozenh przez (by¢ moze) zmiane
normy w bazowej przestrzeni Hilberta.

Dowéd twierdzenia 52 opiera sie na interesujacej konstrukgji z teorii operatoréw, zwiazanej z pétgrupa
(T'(t))e>0 zwiazana z (T'(t))t>0, ale dziatajaca na podprzestrzeni X przestrzeni £{X) operatoréw
ograniczonych na X, oraz nietrywialnej normie na przestrzeni ilorazowej X. W mojej ocenie, ten
dowdd stanowi najsilniejszy punkt dysertacji. Nalezy jednak zauwazyé¢, ze pomysty zastosowane
w dowodzie pojawiaty sie juz wczesniej w literaturze, w tym w pracach dwéch promotoréw mgra
Wiasilewskiego. Stad nie jest dla mnie jasne jaki byt wktad mgra Wasilewskiego w koncepcje tego
dowodu.

Na koncu podrozdziat 2.3 zawiera dwa przyktady, ktére maja zilustrowaé site twierdzenia 52. Jeden
z nich jest dos¢ prosty podczas, gdy drugi wymaga wiecej obliczen szczegélnie, gdy sprébujemy
uzyskaé odpowiednie oszacowania zaniku bez stosowania twierdzenia 52. Nalezy odnotowaé, ze nie
jest w petni jasne, ze inny sposéb obliczen ‘na piechote’, niz ten zastosowany przez autoréw nie bytby
réwniez skuteczny i prostszy, ale z drugiej strony z pewnoscia rozsadne wydaje sie by¢ oczekiwanie,
ze twierdzenie 52 pomaga tu uzasadni¢ oszacowania zaniku. Kolejna uwaga jest taka, ze chociaz
te przykfady sa sformutowane w prosty sposéb i eleganckie z punktu widzenia teorii operatoréw,
nie wydaja sie jednak wywodzi¢ od konkretnych réwnan rézniczkowych czastkowych. To jest wada
zwazywszy, ze niektére z najlepszych zastosowan oszacowan pétjednostajnego zaniku dotycza réwnan
rézniczkowych czastkowych (np. sttumionych réwnan falowych). Byfoby bardzo interesujace, gdyby
mozna byfo poznaé konkretne zastosowania rezultatéw przedstawionych w tym rozdziale.

Rozdziat 3. Rozdziat ten poswiecony jest réwnaniom réznicowo-rézniczkowym postaci:



r0 r0

(0.3) () = As(t)+ /‘ Ay(6)5(t+6)do+ /‘ As(0)3(t+6)d6,  t>0.

Tu z : [-1,00) = X spetnia warunek 1_y g2z € W'P([—1,0]; X) dla przestrzeni Banacha X i
p € [1,00) i mamy Ay, A3 € L%([—1,0]; £(X)) dla ¢ bedacego sprzezeniem Héldera p. Mozna
przeformutowa¢ (0.3) w dogodny (i nie catkiem trywialny) sposéb, jako réwnanie evolucyjne, co
umieszcza je w zasiegu technik stosowanych w dysertacji. W szczegdlnosci, gdy X jest przestrzenia
Hilberta, mozna rozwaza¢ bazy Riesza podprzestrzeni, ktére sa niezmiennicze wzgledem generatora
stowarzyszonej pétgrupy.

Gtéwnym rezultatem rozdziatu jest istnienie takiej bazy. Jak juz wspomniano, istnienie bazy Riesza
podprzestrzeni niezmienniczych pozwala uzyska¢ wtasnosci asymptotyczne stowarzyszonego réw-
nania ewolucyjnego. To, w potaczeniu z zastosowaniem rzutu Riesza w dowodach, wydaje sie by¢
najbardziej realnym zwiazkiem pomiedzy dwoma problemami rozwazanymi w pracy. Z drugiej strony,
nie jest podane zadne zastosowanie rezultatéw z rozdziatu 3 do oszacowan zaniku dla réwnania po-
staci (0.3). Uwaga 75 dostarcza przyktadu, do ktérego stosowatby sie gtéwny rezultat tego rozdziatu,
ale zadne wtasnosci asymptotyczne nie sa rozwazane.

Po sformutowaniu problemu w podrozdziale 3.1, w podrozdziale 3.2 dowodzone sa pewne wstepne
rezultaty takie, jak fakt, ze réwnanie (0.3) jest dobrze pozycjonowane jako réwnanie ewolucyjne.
Ustalane sa takze pewne podstawowe dane spektralne generatora A stowarzyszonej Cy-poigrupy,
w tym wzér na rezolwente A. Od tego miejsca X jest przyjmowana jako przestrzen Hilberta, i w
polu zainteresowania pojawiaja si¢ ponownie bazy Riesza podprzestrzeni z rozdziatu 1. Ustalane
sa rozmaite wilasnosci projekcji na takie podprzestrzenie. Nalezy tu odnotowaé, ze projekcje sa tu
ponownie dane za pomoca rachunku funkcjonatéw holomorficznych, a te sa dobrze okreslone, co
wynika z charakteru spektrum A. Pomimo, ze podrozdziat ten zawiera rezultaty wstepne, jest on tak
naprawde najdtuzszym z podrozdziatéw dysertacji i wiekszos¢ ciezkiej pracy wykonanej w rozdziale
3 ma miejsce tutaj.

Z drugiej strony, podrozdziat 3.3, gdzie dowodzony jest gtéwny rezultat rozdziatu 3, wciaz wymagat
catkiem duzego wysitku. W toku podrozdziatu, kluczowym punktem dowodu wydaje sie poréwnanie
wiasnosci rezolwenty A i rezolwenty operatora A, ktéry jest powiazany z réwnaniem (0.3) w przy-
padku, gdy Ay, = Az = 0. Ten ostatni jest o wiele tatwiejszy w obstudze, a zarazem A dziedziczy
wiele wtasnosci A poprzez perturbacje. Nie jest to jednakze jedyny skfadnik dowodu, ktéry moim
zdaniem jest bardziej zawity niz dowdd gtéwnego rezultatu w rozdziale drugim.

W istocie, rozdziat 3 jest sam w sobie do$¢ imponujacy, a stosowana w nim matematyka jest zaréwno
nietrywialna, jak i wymagajaca duzo wysitku. Z drugiej strony, konieczne jest zwrécenie uwagi na
fakt, ze takie samo twierdzenie zostato udowodnione w przypadku skoficzenie wymiarowym, przy
X = C", przez promotora kandydata, i w tym przypadku dokonat on dokfadniejszej analizy. Jako,
ze stosunkowo powszechne (cho¢ w zadnej mierze nie automatyczne) jest zjawisko, ze problemy
skonczenie wymiarowe uogélniaja sie do osrodkowych przestrzeni Hilberta, to naturalne jest pytanie,
ktére sposréd pomystéw w tym rozdziale pochodza od mgra Wasilewskiego.

Ocena dysertacji. Wedtug mojej oceny, zawarto$¢ matematyczna dysertacji jest na poziomie
wystarczajaco wysokim na prace doktorska. Rezultaty jako takie zapewne nie sa przetomowe, ale
techniki dowodzenia sa nietrywialne, a niektére niestandardowe.

Z drugiej strony, nie jest dla mnie jashe w jakim zakresie rozumowania w dowodach sa autorstwa
mgra Wasilewskiego. Jak juz wspominatem powyzej, najwazniejsze sposréd rozumowan pojawiaty
sie wczesniej w literaturze, a nawet w pracach promotora kandydata.

Co wiecej, biorac pod uwage fakt, ze inne prace matematyczne mgra Wasilewskiego takie, jak arty-
kuty, na ktérych opiera sie praca doktorska, nie zostaty mi udostepnione i nie sa szeroko dostepne
matematycznej spotecznosci, trudno jest oceni¢ na ile praca doktorska sie od nich rézni. Tu chciat-
bym odnotowaé, ze preprint (2), ktéry nie byt wymieniony w dokumentacji towarzyszacej dysertacji,



jest prawie identyczny w formie i tresci z rozdziatem 2 pracy. Wydaje sie zatem, ze rozdziat zostat
bezposrednio, bez zadnych modyfikacji zaczerpniety z tego preprintu. Samo w sobie nie stanowi to
problemu i jest w rzeczywistosci powszechna praktyka przy pracach doktorskich, ale brak jasnosci
odnosnie innych prac kandydata zdecydowanie prowadzi do dezorientacji.

Prace odbieram jako dobrze napisana i zawiera ona niewiele pomytek drukarskich.

Whiosek. Przedstawiona praca spetnia wymogi stawiane pracom doktorskim przez art. 187 ust.
1-3 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. "Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce” (Dz. U. z 2023 r. poz.
742 ze zm.). Wnosze zatem o dopuszczenie mgra Wasilewskiego do dalszych procedur zwiazanych
z uzyskaniem stopnia doktora w dyscyplinie matematyka.
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